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KANTI

KANTONSSCHULE

Maturitéitspriifungen
Loésungen der Vorbereitungsaufgaben GLF Mathematik

1. Schnittpunkt S(x/y): % =+Vz2 -2, also w% =22 — 2 und 2* — 222 — 1 = 0 (biquadratische
Gleichung, Substitution u = x2). w?—2u—1=0,alsou =1+ \@, z=V1+V2 (kein
Schnittpunkt mit x < 0). Schnittwinkel ¢: f'(z) = —272 = —1+1\/§, g (x) = x(2? -2)"2

V142 (V1i+v3)

= = = .D folgt ¢ = 90°
Vv A \/1+f\/1+f 1+v2= araus folgt ¢ = 90°.

2. (a) y==xyz(1 - Z) zli(xi - %m%), also y' = :I:%(w’% —2) =0 firz = 1. y(1) = +2.
"=7F1(z72 +272),y"(1) = F5: Hochpunkt H(1/2), Tiefpunkt T(1/ — 2).
(b) Nullstellen bei ;7 = 0 und x5 = 3, keine Wendepunkte:

(c) A —2f03x%—% 3)dr=2[22% — 2233 = 8V3~ 27T,
b=2 [0 /T4 @)Pde =2 ) \J1+ (Ja% — Let)de =27 /(2o } + Jad)2de

=2 [P(da7 4+ Lad)de =202 + 1a3]3 = 4v/3 ~ 6.93.

3. (a) Aus Skizze: Kreismittelpunkt M (4/v) und v? = MB® =42 + (8 — v)? (Pythagoras).
Alsowv (=1) =5, Kreisgleichung k: (z—4)? (y —5)2 = 25. Parabel p : y = a(x —4)?,
CGp:Sza(0—4) alsoa=3und p: y=1(z—4)>%

(b) Steigung mey = 7 also Kreissteigung — 1M = % im Punkt C. Parabelsteigung

mc

y'(0) =4 -2(0 - 4) —4. Schnittwinkel ¢ = 180° — [arctan § — arctan(—4)] ~ 50°54’.

(c) Die mittlere Teilfigur A; besteht aus einem Kreissektor (Axg = 527 Qa;itoin 3~ 23.2)
81

und einem ,,oben eingekerbten Parabelsegment“ (Apg = 82 — 05— 4)2 dx — 5 -8-3
=64—[3-3(x—4)7° —12 = 302). Ay = Axs + Aps ~ 53.8. Aussere Teilfiguren:
A=Ay = %(5 T — Ag) ~ 12.3.

4. Informative Skizze: Diagonalschnitt durch das Prisma (Rechteck; Linge v/2a, Diagonale
2r). Prismenhéhe h = h(a) = v/4r2Z — 242, Prismenoberfliche: A = A(a) = 24 + 4ah.
Ala) =4a+4(1-h+a- 1) = 4[a+h+a2\/ﬁ - (—4a)] = 4(a+ h — —) = 0, wenn
2% — a — h = 0 (quadratische Gleichung in a, negative Lésung unbrauchbar), also wenn

a= % = h = V412 — 242 (Wiirfel!), bzw. a? = 4r? — 242, also Kantenléinge a = Mr.

Prismenvolumen V = a3 = %r?’, Kugelvolumen Vi = §r37r und V : Vg = i ~ 36.8%.



5. (a) flo) = 22 = <fgjjj};)2(ﬁfg§> (im Zéhler Nullstelle —1 abspalten), f'(x) = 248,

f'(z) = 4(2(2{;)?. Punktsymmetrie mit Zentrum Z(0/ — 1), denn f(z) = —£— — 1

r2—2

und g(z) = z;—; ungerade; einfache Nullstelle 1 = —1; Polstellen erster Ordnung
T3 = ++/2; keine Singularitiiten. Vertikale Asymptoten mit VZW bei T3 = +/2;
schiefe Asymptote y =  — 1, denn f(z) = (2% —2? +2) : (2% —2) =2 — 1 + 3%
(Polynomdivision).

f'(x) = 0 bei x4 = 0 und bei x5 6 = +/6; z4: Wendepunkt W (0/ — 1), da 24 Nullstelle
mit VZW von g(z); z56: f"(£V6) = £31/6, also Hochpunkt H(—v6/ — 36 — 1),
Tiefpunkt 7'(v/6/3v/6 — 1). Graph:
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(b) fm'g;mj;dezf(x—1+—w22f2)dx: %mQ—x—i—f%-idu: %xQ—x+1n|u|—|—c
=1’ —z+In|z® - 2|+¢

(c) A= |f£)1 f(@)de| =32 —z+Inja? —2]°| =|In2 - 3| =2 —In2 ~ 0.807

6. (a) f(z)=sinz+3sin(2z) =sinz+1-2sinacosz = sinz(l+cosz) = 0bei z1 = 0, x5 = m,

z3 =2m. f'(z) = cosz + 3 cos(2z) - 2 = cosx + cos(2x) = cosx + cos’x — 1 = 0 bei 2,

T4 = %, x5 = X (Substitution u = cos z fithrt auf 2u?+u—1 = 2(u+1)(u—13); vy = —1,
ug = 3). f(x) = —sinxr—sin(2z)-2 = —sinx —2-2sinzcosz = —sinx(1+4cosz) =0
bei x1, T2, T3, Tg = arccos(—i) ~ 1.82, w7 = 2m—wg ~ 4.46. f"'(x) = — cosz—4 cos(2x).

[ = | f®) [ f'(®) [ f"(x) | /”"(x) | Beschreibung

0 0 2 0 —5 | N1(0/0), Wy mit m; = 2
™ 0 0 0 —3 | Na(mw/0), Wy mit m; = 0 (Terrassenpkt.)
o 0 2 0 -5 N3(27/0), W3 mit m; = 2
T 3 3 T /3
I T
3 1 2 3 1
1.82 | 0.726 | —1.13 0 3.75 W,(1.82/0.726) mit m; = —1.13
4.46 | -0.726 | —1.13 0 3.75 | W5(4.46/ — 0.726) mit m; = —1.13

(N: Nullstelle; W: Wendepunkt; H: Hochpunkt, lokales Maximum; T": Tiefpunkt, lokales
Minimum; m;: Steigung der (Wende-)Tangente)
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(c) A=2 [[sinz + & sin(2z)]do = 2[—cosz — Fcos(22)]] =2[(1— ) — (-1—})] =4

(a) f(z) =22 ® =0beix; =0. f'(x) =22 " —2%e = 2z —2%)e * =x(2—12)e =0
bei z; = 0, .132 =2 f"(x) = (2—2x)e® — (22 — 2?)e™® = (2% — 42 + 2)e® = 0 bei
T34 = 4:i:\/16 Q:E\f f///( ) (2$—4)€_m

7.

— (2% —4x+2)e® = (22 — 62 +6)e™
|z [ f@ | fi(@) | f’(x) | f"(x) | Beschreibung ‘
0 0 0 2 N(0/0), T
2 | 0541 0 | —0.271 1(0/0.541)
22| 0.191 | 0.461 0 | —1.57 | W1(0.586/0.191) mit 1, = 0.461
2+v2 0384 —0.159 | 0 | 0.0931 | Wy(3.41/0.384) mit m; = —0.159

(N: Nullstelle; T: Tiefpunkt, lokales Minimum; H: Hochpunkt, lokales Maximum
W: Wendepunkt; m;: Steigung der (Wende-)Tangente)
(b) Wegen lim, ., 2%2¢~% = 0 ist die 2-Achse horizontale Asymptote:

N

) [a? e % de = —z?e " + [2z e % dz
= —2%e " —2ze "+ [2e " dr = —a%e”"

(d) Schnittpunkte: 22e~% = e~ %, also (22 —1)e

A= [(e® - 2—I)da:—[— — (2 +22+2))L, = [(x + 2z +1)e”
(€) Appys = [0y (7 —a2e ) dz = [(a® + 22 + 1)e "],

Alinks * Ayechts = 1 (’ =e:(d—e)~212:1
(f) (I) x%e~®

—2re ™ —2e T 4c=—(22+2r+2)e *+c

T=0und z = +£1
] 1:%%147

4 also a =ate . Aus (I) (22 —2?)e™® = —2§ folgt damit (2z —2%)e™®
= —2ze7% also 22 —2? = —2x, 4z — 2 =x(4 —2) = 0. v = 4, a = 4*¢™* ~ 4.69 und
Berithrpunkt B(4/0.293). (1 = 0 ist uninteressant, da dann a = 0 und k2 : y =0.)
8. Halbkreisgleichungen: y = R+v22 — 2. Viop = 7 [ [(R+V2? —12)*—(R—

=7 fir 4RV x? —r?dx = 4R7w f_rr Va? —r?dx = 4Rr - 1’1 = 2Rr?n?

22 —r2)?] dw
2 3.5 1
9. Zylindermittelpunkt M (3.5/3/2), MP = ( 4 ), Zylinderachse a : 7= ( ) +t ( 2 ),
Ebene E L a durch A : z + 2y — 22 — 12 = 0, Grundkreismittelpunkt M’(38/40/3) als
Durchstosspunkt a N E (mit ¢ = 13), Grundkreisradius r = AM’ = %—3\/5, Zylinderhshe
h=MM =

%, Volumen V = (?ﬁ)%r B _on (13)3 ~ 511.



6+L\ 8 otyds .

10. anE—( ) (*%ﬁ)—(_SZ)E x+y—4z=0, HNF(E) : Wl =0, M in
HNF(E) emsetzen liefert n = 3v2, Kugel Ky : (x —4)? + (y +2)? + (z — 5)% = 18.

BiM: 7= ( -2 )+t< B ), By (5/—1/1) als Durchstosspunkt By M NE (mit ¢t = 1).

(b) Ep L hdurch M : 2z+2y+2—9 =0, B3(2/2/1) als Durchstosspunkt E, Nh (¢t = 1),

ro = BoM = 6, Mittelpunkt des Schnittkreises k ist My(5/ — 1/1) = B, Radius

e =1/6% — (3v/2)2 = 3v/2 =~ 4.24.

(c) Offnungswinkel o = 90°, da r = 7.

11. (a) <t(a,b) = <(b,c) = <(a,c) = arccos 5 ~ 27°16'.

(b) E1 Lbdurch A: 22 +y+22—-8=0, 81(16/%/§) als Durchstosspunkt £y Nb (mit
8). BEx Lcdurch Sy : 2z + 2y + 2 — & =0, 95(128/428 /%) als Durchstosspunkt
Eg ﬁ ¢ (mit t = (§)?).
() OA=+12122+22 =3,
A51:m~sin<{(a b):OA-\/l—cos2 (a,b) = OA (%)2=3~‘/Tﬁ=%\/ﬁ,
5152 =051 -sin<(b,c) = - cos <(a, b) sin<t(b, c) = %\/»

5253 = 08, - sin<(a,c) = 051 cos <1(b, ¢) sin <t(a, c)

= OA - cos <(a,b) cos<1(b, c) sin<((a, c) = 2=/17.
(AS1,5155, 5253, ...) bilden eine geometrische Folge mit a; = \/>7 und ¢ = £
l

(e) ln:%m —@)" =3V17T[1— (8)"] > & -3V17, sobald 1 — (§)" > £, also (3)" < &

—=— =2 5.88. Nach 6 Teilstrecken ist die Hélfte des Fadens versponnen.

>
12 <a)N—A:(_§)sz:(é)ﬁ(_g)ﬁE:mxm:( D))

- 2

), E: z+4y+2z—2 =0, Reflexionspunkt R(%/2/2) als Durchstosspunkt
1
(mit ¢ = —%). Lot I L Edurch A: 7= ( ) ( ! ) Durchstosspunkt N E

8
bei t = £, Spiegelbild A’(3/5/%) von A an E. RA' : 7 = ( 5%2 ) +t( "1 5, ),
5 15

Ebene ABFE : x = 1, Austrittspunkt P(1/2/1) als Durchstosspunkt RA’ N ABFE
(mit ¢ = 2).
(b) Da die Kugel alle drei Rissebenen beriihrt, gilt Mittelpunkt Mg (r,r, r) mit Radius r.

HNF(E) : %Jg*" =0, My in HNF(E) eingesetzt liefert "52=2 = £r, also folgt

Ti2 = ﬁ = %. rq ist unbrauchbar, weil > % Also gilt r = rg = 4%/6 ~ 0.310.

7. Februar 2006 Th. Grischott



