Vollstédndige Induktion
Zusammenfassung und Ubungsblatt

Zum Beweis einer Aussage A(n) iiber natiirliche Zahlen zeigt man, dass
o A(1) wahr ist ( Verankerung)
und dass

e aus der Annahme, dass A(k) fiir eine natiirliche Zahl k wahr ist, auch die Wahrheit der
Aussage A(k + 1) folgt (Vererbungs- oder Induktionsschritt).

Beispiele (aus Algebra 3, OF):

1. Berechne einige Glieder der Folge, suche eine explizite Definition von a,,, und beweise
die Formel mit vollstdndiger Induktion.

(a) a1 =2, apt1 =an+2n+1
(b) a1 =1, apy1 = 4a, +4"

1
(n+1)(n+2)

2. Beweise mit vollstdndiger Induktion:

(¢c) a1 =0.5, apt1 =an +

(a) iiZ n(n+1)(2n+1)

2 6
(b) 213 _ [n(n; 1)}2

s n(2n—1)2n+1)
B 3

3. Die Seitenlidnge des kleinsten Quadrates betréigt 1. Suche eine Formel fiir

(¢) 12432 +5°4+...+(2n—1)

(a) den Fliacheninhalt A,
(b) den Umfang U,

der n-ten Figur, und beweise sie mit vollstédndiger Induktion.
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Figur 1 Figur 2 Figur 3

4. Zeige mit vollstdndiger Induktion:

(a) a1 =14, apt1 = 2ay, — 7; ay, ist durch 7 teilbar.
(b) n® + 2n ist durch 3 teilbar.



. Berechne einige Glieder der Folge, suche eine explizite Definition von a,, und beweise
die Formel mit vollstdndiger Induktion.
1 2 3 4 n

an:§+6+ﬂ+m+...+(n+l)!

. Suche das keinste natiirliche n > 1, fiir welches gilt:

(a) 1.1" >n
(b) 3" < n!

Beweise dann mit vollsténdiger Induktion, dass die Aussage auch fiir alle grosseren
n € N gilt.

. Ungleichung von Bernoulli: (14 z)” > 1+ nz

(a) Beweise diese Ungleichung fiir x > —1 mit vollstéindiger Induktion nach n.

(b) Beweise diese Ungleichung fiir x > 0 mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes.

1 1000 000 000 000
1+ = 2.
1000000 000 000

(c) Zeige, dass

. Uber A(n) ist Folgendes bekannt: A(9) und A(20) sind wahr. Fiir 8 < k < 10 und fiir
k > 15, nicht aber fiir £ = 11 gilt: Wenn A(k) wahr ist, dann ist auch A(k + 1) wahr.
Was ldsst sich iiber A(8), A(11), A(12), A(18) und A(22) sagen?

. Eine bestimmte Anzahl gleich grosser Kugeln ldsst sich zu einem tetraederformigen
Korper aufeinander schichten. Jede Tetraederkante wird dabei durch n sich beriihrende
Kugeln gebildet. Ein solcher Korper heisse K,,. A, sei die Anzahl Kugeln, aus welchen
der Korper K, besteht.

(a) Berechne A;, Ay, As, A4 und As.
(b) Finde eine Rekursionsformel fiir A,,.

(c) A, ist ein Polynom dritten Grades. Bestimme dieses Polynom und beweise mit
vollstdndiger Induktion, dass es A,, darstellt.



